NOMBRES COMPLEXES

1. Forme algébrique d'un nombre complexe :

1°) Le nombrei:

Le nombre i est un nombre dont le carré vaut —1. i> = —1. De plus, son opposé —i a aussi pour carré —1.

En effet : (—i)% = [(-1) x (-i)] =i* =1
Les deux nombres qui ont pour carré —1 sont donc les deux nombres i et —i (i comme imaginaire).

2°) Forme algébrique :
Définition :
On appelle nombre complexe z tout nombre de la forme a + ib, a et b étant des réels.
L'ensemble des nombres complexes se note C. Il contient IR.
Chaque ¢€lément z de I’ensemble C s’écrit de maniere unique z = a + 1b, a et b étant des réels.
® a est appelé partie réelle de z et est noté Re(z) ;
* ) est appelé partie imaginaire de z et est noté Im (z).
Nombres particuliers :
esib=0,0naz=a,zestdoncréel;
®sia=0,onaz=1b, on dit que z est un imaginaire pur.
Exemple :
Voici les parties réelle a et imaginaire b de différents nombres complexes :

ez=2+3i a=2 b=3
1 . . _ 1
ez=-1+ 51 a=-1 b >
ez=-1 a=0 =-1 —i est un imaginaire pur.
*z=m a=m b=0 7 est un réel
1 1
cz=4i— 3 a=-3 b=4

Propriété :
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement s’ils ont méme partie réelle et méme partie
imaginaire :
Siz=a+ibet z'=a'+1ib'alorsz==z sietseulementsia=a'etb=5".

11. Opérations sur les nombres complexes :
1°) Conjugué :

Définition :

On appelle conjugué du nombre complexe z = a + ib le nombre z = a — ib.

Exemple :
* Le conjugué de z=2 + 3iestz=2 — 3i. * Le conjugué de z=mest z = .
. 1. - l. . o1 - o1
* Le conjugué de z=—1 + 51 estz=—-1- b * Le conjugué de z =4i — 3 estz=—41— 3

*Leconjugué dez=—-1est z=1.



2°) Addition et multiplication :

On définit dans C deux opérations appelées addition et multiplication qui ont les mémes propriétés que
dans IR. On remplace simplement i* par —1 quand on le rencontre.

Exemple :
Soient z=2 + 3ietz'=1— 5. Calculons et écrivons sous la forme algébrique:
z+z'=2+3i+i—-5=-3+4i
z=z'=2+31i—(1-5)=2+3i—-1+5=7+2i
2z—3z'=2(2+31)—-31—5)=4+61—3i+15=19+3i
zz'=2+3)(i-5)=2i—-10+3i* - 15i=2i—10-3 - 15i=—13 — 13i
Z=2+31)=22+2X2X3i+@Bi)=4+121+9*=4+ 121 —9=-5+12i

Remarque :

Le i s'obtient en tapant D sur la calculatrice TI 82 ou 83, et c'est la touche juste au dessus de 7 sur
la numworks.

3°) Inverse, division :

Propriété :
Pour tout nombre complexe z = a +ib, on a zz = a* + b*.
Preuve :
zz=(a+ib)(a — ib) = a* — (ib)* = &* + b? qui est un nombre réel.
Propriété :
1_z _a-ib

Ainsi,ona: —=—C-= .
H z z7Z a2+b2

. ) 1
C'est a dire que tout nombre complexes z non nul admet un inverse noté¢ — .
z

Exemple :

Li dermltiest t=xXUZi) _1-i L 1
inverse de z =1 +iest ~ (1+1)x(1—i) 1%+1> 2 2i°

Méthode :

. z iy .
Si z et z' sont deux nombres complexes, avec z' # 0, alors, pour calculer v sous forme algébrique on

. z zXz'
utilise —=——=.
z z Xz
Exemple :
142i _(142i)X(2-3i) _2-3i+4i-6i _2-7i+6_8 1.
2+3i  (2+3i)(2-3i) 22432 13 13 13

On multiplie le numérateur et le dénominateur par le conjugué du dénominateur.



I11. Représentation graphique : A
1°) Affixe d'un point, point image :
Définition :
On se place dans le plan rapport¢ a un Bl M (z=a+ib)
repére orthonormal (O; u,v) I
* Au point M de coordonnées (a ; b) on peut i
associer le nombre complexe z = a + ib. On dit 4 :
que z est I’affixe du point M. v _ I -
— v L
e Réciproquement, au nombre complexe b “
z = a + ib on peut associer le point M de
coordonnées (a ; b). On dit que M est le point
image de z.
e Lorsqu’on repére un point par son affixe
dans un repére orthonormal, on dit qu’on se place
dans le plan complexe.
- - S - -
- - - - - 4 Exemple :
M, On a placé dans le plan complexe les points
! ! A - T T i M, d’affixes z, :
M My z,=3+i
IR R
A B B Ve A S N NN z=-1+2
[ O T ot z,=2-1i
e s s s
| | | : ! ! ! ! ! : Ze =1
WM ’
I L =
A R R N R
s S B T

2°) Affixe d'un vecteur :

Propriété :

Soient A et B deux points d'affixes respectives za et zg. On note A (z4) et B (zg).

Alors le vecteur AB a alors pour affixe z55 =

Exemples :

On se place dans le repére orthonormal (O;%,V) avec le point A d'affixe 1 —2i et B d'affixe 2 +i. On a

donc A (1 —21) et B (-2 +1).

Alors le vecteur OA a pour affixe Zga=2Za—Zo =1-21i,

et le vecteur AB apour affixe Z;3=2p= 2, =(2+1)-(1-21))=-2+1—-1+21i=-3+3i.

On obtient OA (1-2i)et AB (-3 + 3i).



IV. Module et arguments :

1°) Module d’un nombre complexe (rappel) :

Définition :

Le module du complexe z = a + ib est le réel positif noté |z| tel que |z| = Va+ b .
Interprétation géométrique :

Si zy est I’affixe du point M, |zy| = OM (distance de O a M).
Z;’B| = AB (distance de A a B).

Si z; est I’affixe du vecteur AB ,
Propriété :
Pour tout nombre complexe z, zz = |z|~.
Preuve :
zz=(a+ib)(a —ib) = a* — (ib)* = a* + b* = |z*.
Exemple :
Calculons le module de chacun des nombres complexes suivants :
3+4i]= {3’44’ =5
== 1%17 = |2
5= 2il = N (=5)"+(-2) = {29
|-5|=35
191 =9

<

2°) Arguments d’un nombre complexe : 1

Définition :
Soit z=a + 1b non nul et M le point d’affixe z.
* On appelle argument de z tout nombre réel 0 tel que
0=(ir, OM) [2p]
* On note 0 = arg (2)

cos0=

* O vérifie : b 1
sin 0=

« L'unique argument 0 compris dans l'intervalle |- ; ] est
appelé I'argument principal de z.

Exemple :

Soit z= 2y 3 —2i. Calculons le module et I'argument principal 0 de z.

2l =\ (2V3)+2> = V12+4 =4

wl

203 n . : : : o
cos 0 = 4 - . Donc 0 = 6" Mais attention, on se souvient que sur le cercle trigonométrique il y a

o

. N . T T . . .. .
deux angles qui ont le méme cosinus : 3 et — 6 Pour savoir duquel des deux il s'agit, il faut regarder le signe
-2

. . . . 1
de sin 0 ou plus simplement le signe de b. Ici, sin 6 = 7 = 3 < 0 (tout comme b =-2 < 0). On en conclue

que():—%.



Remarque :

Nous remarquons donc que, si 0 € |-x ; «t], cos 0 permet de trouver la valeur absolue de 0 et que sin 0 ou
b permettent d'en déterminer le signe.

Propriété :

Deux nombres complexes z et z' sont égaux si et seulement si leurs modules sont égaux et leurs arguments
sont égaux a 2w pres.

z=z'o |z] =z et arg (z) = arg (z") a 2x pres.

Remarque : Y a
Quelques cas simples : soit z = a + 1b non nul affixe |
du point M :
*sib=0 alors |
sia > 0, alors z € R** et on a donc arg(z) =0
sia<0,alorsz € IR™* etonadoncarg(z)=n a8

® sia=0 alors

a<0etb=0:arg(zx)=mn

sib>0,ME[O;Yz)etonadoncarg(z)Zg 0 A -~ ! |x>
8 <
\ Q
. X I 8
sib<0,ME[O;—v)etonadoncarg(z)Z—E r»;\‘\ S &
2 . o &
7 5 0.
® sia=b alors & =k %,
Y, v &

. . T £ < N

si a et b sont positifs, arg(z) = — &5 5 2
4 //V o ¥

. oy 3n K s
si a et b sont négatifs arg(z) =— a

® si a =—b alors

. T
sta>0, arg(z) =— 1
sia<0,arg(z) = Tn .

Exemples :
3
arg (1 +1)= % ;arg (21) = g ; arg(3)=0;arg (-2 +21)= Tn
3°) Forme trigonométrique : R

Définition :

Soit z le nombre complexe de module p et

PSIN O [eeeeemmmeeeee e ,
d’argument 6. /><

. p 5

i L. SIN @ f-----z-om-23 , :

D’apres la figure ci-contre, z peut s’écrire z = 1 ; 5

p cos O +1p sin 6= p(cos O+ 1 sin 6). o:
Cette  écriture  est  appelée  forme O cos p cos 0 'x

trigonométrique du nombre complexe.

Réciproquement, si z = p(cos § + 1 sin 0) avec
petdréels et p>0,alors p =|z] et § = arg (z) (2m).




Exemple 1 :

Nous avons vu dans le premier exemple du I. 2°) que | 2V 3 —2i| =4 etarg (213 —2i)=— % .

)

Si on nous donne la forme trigonométrique d'un nombre complexe, il est facile de retrouver sa forme
algébrique :

Nous pouvons donc die que I'écriture trigonométrique de 213 — 2i est 4|cos G +1isin

Exemple 2 :

=2

piin| ®
1sin|
3

3

z= 2(cos l+i£) =141 3.

2 2




